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Historical texts for teaching mathematics. The case of negative numbers

Summary: The activities based on the analysis of historical texts help to improve the integral educa-
tion of students, while providing them with additional knowledge about the social and scientific
context of the periods involved. Students gain a vision of mathematics not as a final product, but as
a useful, human, interdisciplinary and heuristic science which has been developed by trying to an-
swer the questions that humanity has posed throughout time with respect to the world around us.
Through our experience as teachers, we have realized that many students have difficulty understanad-
ing and handling negative numbers. Accordingly, this paper presents an analysis of some relevant
historical texts that deal with negative numbers. On the basis of these texts, classroom activities can
be designed with contents related to numbering, which forms part of the numbering and calculation
block of the curriculum. In addition, students can work with problem-solving, reasoning and proof
processes in these activities, thus addressing connections, communication and representation.

Key words: teaching mathematics, negative numbers, historical texts
Introduccié’

L'estudi de la historia del pensament és necessari per tal d’entendre les dificultats
epistemologiques que poden tenir els alumnes en 'aprenentatge d’alguns concep-

1. Aquest treball s’inclou en el projecte HAR2016-75871-R del Ministeri d’Economia i Competitivitat
espanyol.
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tes. En el cas dels nombres negatius, pot semblar que els alumnes en tenen incorporada la nocio, ja
que en la vida quotidiana es troben amb temperatures negatives, dates que s'expressen amb nombres
negatius i també estan familiaritzats amb els nombres negatius que hi ha en alguns ascensors, per
citar-ne alguns exemples. De tota manera, el pas de donar sentit a quantitats negatives aillades i ma-
nipular-les no és senzill.

Les activitats basades en l'analisi de textos historics relacionats amb el curriculum contribueixen
amillorar la formaci¢ integral dels alumnes i els proporcionen alhora un coneixement addicional del
context social i cientific dels periodes involucrats.? El fet de treballar amb textos historics permet als
alumnes adonar-se d’algunes de les dificultats que hi ha hagut al llarg de la historia per tal que deter-
minats continguts fossin adoptats per la comunitat cientifica. No es tracta de fer repetir als alumnes
el cami recorregut al llarg de la historia fins que els negatius van tenir la consideracié de nombres,
pero el coneixement d’aquest cami per part del professorat permet triar textos significatius que els
ajudin a aplanar-lo.

En aquesta comunicacio presentem diversos textos rellevants pel que fa a la historia dels nom-
bres negatius, a partir dels quals es poden dissenyar activitats d’aula que contribueixin a la compren-
si6 d’aquests nombres per part de 'alumnat.

Els curriculums de primaria® i secundaria obligatoria*
En el curriculum de l'educacié primaria apareixen els nombres negatius en el cicle superior, concre-
tament en el bloc de numeracio i calcul. L'item que hi fa referencia diu: «Interpretacio dels nombres
negatius en contextos significatius i reals». Es tracta, per tant, que els alumnes entenguin les expres-
sions amb nombres negatius que poden trobar en contextos de la vida quotidiana com pot ser el cas
de la temperatura a que feiem referencia en la introduccio.

En el curriculum de 'educacio secundaria obligatoria els nombres negatius apareixen en el
primer curs, també en el bloc de numeracioé i calcul. Els items que hi fan referencia son els se-

glents:

— Significat en contextos diversos. Expressio de valors o variacions (quantitats, valor monetari,
temps, temperatures...).

— Comparacio i ordenacio.

— Els nombres indoarabics, la introduccio del zero i els nombres negatius en la historia de les mate-
matiques.

— Representacio grafica (recta numerica).

— Calcul mental amb enters i fraccions.

En el cas de secundaria també es fa referencia al context i es posen exemples de la vida quoti-

diana, com a primaria.

2. El nostre grup d’historia de les matematiques de I’Associacié de Barcelona per a I'Estudi i I'Aprenentatge de les Matematiques
(ABEAM) fa més de vint anys que desenvolupa aquesta recerca. Dues de les publicacions més recents son: Romero i Massa-Esteve
(2019) i Guevara i Puig-Pla (2019).

3. Decret 119/2015, de 23 de juny, d’ordenacio dels ensenyaments de I'educacié primaria.

4. Decret 187/2015, de 25 d’agost, d’ordenacié dels ensenyaments de I'educacio secundaria obligatoria.
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La representacio grafica a que es fa referencia en un dels items pot suggerir una idea més abstrac-
ta dels nombres negatius, tot i que també pot ser una manera de representar situacions quotidianes.
De fet, pero, la recta numerica ha estat questionada per aprendre quantitats negatives, ja que el seu
s es limita a sumes i restes (Heeffer, 2011). No funciona en tractar proporcions ni divisions amb
nombres negatius. A més a més, les dificultats més importants per comprendre els nombres negatius
fan referencia a les multiplicacions i divisions. La multiplicacié de dos nombres negatius suscita
molts dubtes i, tot i que es poden trobar exemples imaginatius per tal que els alumnes recordin que
el producte de dos nombres negatius és positiu, la ra6 que sigui aixi és la coherencia dels calculs.

-1 1
Alguns autors se sorprenien amb la igualtat: ERRSE ja que un nombre (1) dividit per un de més

gran (1) no pot donar el mateix que el gran (1) dividit pel petit (-1) (Mancosu, 1996).

On es fa referencia als nombres negatius com a quantitats aillades és en el darrer item sobre el
calcul mental. Es molt necessari, doncs, 'item que fa referéncia a la introduccié historica dels nom-
bres negatius per tal que el pas de situacions de context a situacions més abstractes pugui vencer les
dificultats epistemologiques que presenta la introduccio d’aquests nombres.

Textos historics significatius sobre els nombres negatius

Molts dels textos historics que tracten directament amb nombres negatius estan relacionats amb el
desenvolupament de la resolucié d’equacions algebraiques. De fet, aquests materials representen una
font d’'idees per millorar-ne I'ensenyament. Encara que els textos que es presenten pertanyen quasi
tots al Renaixement, cal recordar que els arabs en la seva presentacio¢ de l'algebra empren I'operacio
de la restauracio (eliminacié dels termes negatius en una igualtat) abans de resoldre les equacions. I
encara abans, textos matematics xinesos del segle 1 (Nou capitols dels procediments matematics), i au-
tors grecs del segle m1 (Diofant) i indis del segle vir (Brahmagupta) van donar regles per treballar amb
els nombres negatius relacionades, en tots els casos, amb la resolucié d’equacions (Guevara, 2009).

El tractament dels negatius al mon arab

Els arabs van tenir un paper fonamental en el desenvolupament de l'algebra i de la trigonometria,
alhora que van fer contribucions importants a la fisica, I'astronomia, I'alquimia i la medicina. Van
recollir el saber grec i indi, i van millorar i transformar aquests coneixements a partir dels recursos
de la seva propia civilitzaci6 (Benoit i Micheau, 1991).

Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi, matematic, astronom i membre de la Casa de la Saviesa de
Bagdad, que va morir el 850 dC, és considerat com el creador de les regles de I'algebra. La seva obra
Hisab al-jabr wal-muqqabala (813) va ser traduida al llati per Robert de Chester amb el titol Liber al-
gebrae et almucabala (Segdvia, 1145), d’on prové el nom actual algebra.

Al-Khwarizmi, al comencament de la seva obra Hisab al-jabr wal-muqqabala, explica la seva uti-
litat per resoldre problemes.” L'obra d’al-Khwarizmi constava d’'una part teorica amb el metode per
resoldre equacions amb coeficients positius (que classificava en sis tipus, fins a segon grau) i d'una

5. «El meu proposit és compondre una obra breu sobre el calcul per les regles de compactacio i reduccio, limitant-nos al que és a
la vegada més facil i més util en I'aritmética, i que els homes necessiten constantment en els casos d’heréncies, llegats, particions,
plets aixi com en el comerg i en totes les relacions dels uns amb els altres, o bé on es necessiten mesures de terres, excavacions de

canals, calculs geometrics i altres assumptes de molts diversos tipus.» (Rosen, 1831: 3; la traduccié és nostra.)
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part practica que contenia problemes illustratius de cadascun dels tipus: problemes de nombres, de
comerc, de dots, del blat i la civada, dels exercits i dels correus.

Totes les altres algebres arabs, basades en aquesta, seguien la mateixa estructura.® Les equacions
les classificaven en sis tipus, amb coeficients positius, sense escriure cap simbol, és a dir, en forma re-
torica: «Quadrats igual a arrels»,” «Quadrats igual a nombres»,® «Arrels igual a nombres»,” «Quadrats
iarrelsigual anombres»,'” «Quadrats i nombres igual a arrels»,'' «Arrels i nombres igual a quadrats».'*

Primer donaven, també amb llenguatge retoric, 'algorisme de resolucié de cadascun dels tipus
mitjancant un exemple numeric i, després, en la part practica, cada vegada que en un problema
plantejaven una equacio, en donaven el tipus i la solucio, sense fer les operacions. No empraven els
negatius i, de fet, el terme al-jabr (‘chéber’ o ‘restauracio’) significa eliminar totes les quantitats de
l'equacio que tinguin signe negatiu, wa (1), i al-muqabala (‘reduccio’) significa agrupar els termes
de la mateixa especie.

La regla dels signes a Fibonacci

Qui va difondre en el mon occidental els coneixements de les regles algebraiques dels arabs va ser
Leonardo de Pisa (1180-1250), fill d'un consol, anomenat Bonacci, conegut ara amb el nom de Fi-
bonacci, perd a I'epoca era citat com a Leonardo Pisano. Va aprendre els calculs i les tecniques mer-
cantils dels arabs. Va escriure: Liber abaci (1202), Practica geometriae (1220), Flos (1225) i Liber
quadratorum (1225).

A'la seva obra Liber abaci (1202), hi proposa els problemes que va aprendre a resoldre a les alge-
bres arabs aixi com els metodes de calcul de la numeraci¢ india. Liber abaci conté en el seu ultim
capitol les regles de chéber i al-muqabala. Els temes que tracta en els diferents capitols son els se-
glients: en els primers set capitols introdueix els nombres indoarabics i els seus metodes de calcul,
en els capitols del 8 a I'11 resol problemes de mercaders, en els capitols 12 i 13 resol problemes re-
creatius que plantegen equacions, en el capitol 14 explica el calcul d’arrels quadrades i cubiques,
i dels binomis, i en el capitol 15 tracta de les regles geometriques i dels problemes d’algebra i
al-muqabala.

De fet, Fibonacci (Leonardo de Pisa) en la seva obra Liber abaci de 1202 no accepta els nombres
negatius i els anomena sords,"” en canvi si que empra, en el capitol 14, sense justificar-ho, la regla dels

signes en multiplicar binomis amb signe menys.

El Renaixement
El periode compres entre mitjans del segle xiv i comencaments del xvit va ser I'epoca del Renaixe-

ment, aixi anomenada pel ressorgiment o renaixement de I'interes per la Grecia i la Roma de l'anti-

S’anomenen algebres les obres amb contingut algebraic.

X2 = bx.

® N 2

ax?=c.
9. bx=c.
10. ax®+bx=c.
1. ax®+c=bx
12. ax?=bx+c.
13. De fet, els nombres negatius s’anomenaven també ficticis, falsos, imaginaris, quimerics, absurds o quantitats inferiors a res i el

seu estat romania encara sense classificar en el segle xvi.
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guitat classica. El llati i el grec eren les claus indispensables per a lestil, els coneixements i el bon
gust, i van assumir un significat fonamental en I'educacio que es conservaria durant segles.

Va ser també el periode dels grans viatges de descobriment que van ampliar els horitzons de la
civilitzacié occidental. Les riqueses del Nou Mén van ajudar a desenvolupar les ja de per si creixents
economies europees. La influencia més gran del Renaixement en la tecnologia es va registrar en l'ar-
quitectura. L'abando de les formes gotiques per l'arquitecte italia Leon Battista Alberti (1404-1472)
i els seus successors, i la gradual difusio de I'estil neoclassic palati en I'edificacio, des d’Italia fins a tot
Europa, va implicar canvis en la tecnica de la construccié. Els arquitectes i constructors que van
portar a terme els seus projectes van haver d’aprendre com construir grans cupules catedralicies tals
com la de Sant Pere de Roma, que Europa no havia vist mai anteriorment. El Renaixement va enco-
ratjar artistes i artesans (orfebres com Cellini, pintors com Rafael) i a la vegada va modificar els ob-
jectius de les seves activitats. La Italia renaixentista del segle xvi, época molt rica culturalment, és
I'epoca de Leonardo da Vinci, Miquel Angel, Botticelli, Alberti i molts altres. També és I'¢época en que
es comencen a recuperar directament els textos grecs i es tradueixen al llati. A tall d’exemple podriem
citar Federico Commandino (1506-1575), que tradueix les grans obres classiques d’Arquimedes,
Ptolemeu, Euclides, Aristarc, etc.

Pel que fa a la matematica, es produeix la normalitzacio dels caracters numerics indis introduits
a les aritmetiques mercantils, pero I'algebra no és considerada encara una part independent dins de
les matematiques. El saber de les aritmetiques mercantils i de les fonts orientals usades pels merca-
ders italians es recull en I'obra enciclopedica de Luca Pacioli (1447-1517) titulada Summa de arith-
metica, geometria, proportioni et proportionalita (Venecia, 1494), que va tenir gran difusio a la seva
epoca. En aquesta obra, hi trobem explicitada la regla dels signes: via vol dir ‘per’, piu vol dir ‘més’ i
meno vol dir ‘menys’ (vegeu fig. 1).

pur.  Rin  vie pin  fempe R pin
2, ddemo. via.  meno. fempe. R pin
;_'. R vis.  meno: fempee. .  meno.
4. ddeno. vie. pin.  fimiliteranche. B meno. p notandi
Ficura 1. Regla dels signes de Luca Pacioli.
Font:  Summa, Pacioli, 1494: f. 112v.

Ala pagina segtient, a la Distinctio 8. Tractatus primus, Pacioli justifica la regla de multiplicar dos
negatius i que resulti un positiu a partir de l'operacio (10-2) - (10-2) = 64. L'autor explica que
aquesta multiplicacio és 8 - 8 = 64, pero que, si multipliquem el binomi, convindra que el signe del 4
sigui positiu, cosa que correspon que menys per menys sigui més (vegeu fig. 2).

També Christoff Rudolff, a la seva obra Coss (1525), els anomena nombres absurds i, com al-
tres autors posteriors, no reconeix els negatius, ni té en compte les solucions negatives d'una equacio.
El canvi es va produir al Renaixement amb l'obra algebraica de Gerolamo Cardano (Pavia, 1501 -
Roma, 1576).

Cardano anomena i reconeix els nombres negatius

Una cinquantena d’anys més tard que Pacioli, Cardano va publicar la seva Artis magnae, que va canviar
la perspectiva de l'algebra dins la matematica. Era fill de Fazio Cardano (advocat milanes). Als dinou
anys estudiava medicina a la Universitat de Pavia i als vint-i-sis anys va aconseguir el grau de doctor.
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in quefto modo arguendo . £ prehdisfe( gratia exempli:z oilucidande veritatfsCalcuna 3'
woue fe interponga ol men. € fia el fe habi a multiplicare. 1o.men: 2. vig. 1o.men. 2. 1aqle
multiplicatione reuera:non vol virealtro de.8.via.S.qual fa.¢ 4. jderche. ro.mé. 1. vol vire
¢l refto ce. 10.quandone fia tanto tratto. 2.ctoe. 3.2 quefto ftante ficut eft rei Veritas te p
wo'lo intento in quefto modo. € quero a te quello che 1 voli che fcia. . via. i1, poi che non
fa pils per te:connerra che tu oica che facian men:geramente tanto:ciog ne pits éne men. £ io
te prouaro e non po fare men:e anco non o farstanto.e prima che non fa men. € acio pro-
uare bifogna profupponere el modo vel multiplicare in tal quantita foxde . ideroche le vano
impoffibileze fequitano del tuo ditto. Zdonca el tuo ditto b falfoze impoffibile:cioe che.1fi.v"
ri.fad.fi. e anco tanto. £ per confequente el noftro remane vero:cioe che piu via pit: fa pite
Siche men.2.via men. 2.fa pits. 4.cke gionto al mobile de.6 o:fanno aponto.6 4.ce ¢ ef quefy
to.Lonciofia cheogni quantita multiplicata yia che altra finoglia:bifogna Cper I8 commiane

Ficura 2. Principi i final d’'un fragment en el qual Pacioli justifica retdricament la regla del producte de dos signes negatius.
FonT:  Summa, Pacioli, 1494: f. 113r.

L’any 1529 es va casar amb Lucia Bandareni, amb qui va tenir tres fills. Del 1552 al 1559 va viatjar
a Escocia, on la seva reputacio com a metge es va consolidar. E1 1560 va morir un dels seus fills a Pavia.
El 1570 va ser empresonat per la Inquisicio per haver dit que els esdeveniments de la vida de Jesus eren
deguts a la influencia dels estels. E1 1571 va tornar a Roma i va escriure la seva biografia.

Els llibres escrits per Cardano sobre matematiques son: Practica arithmetica (1539); Artis magnae,
sive de regulis algebraicis (1545) (vegeu fig. 3); Liber de ludo aleae (publicat el 1663).

Artis magnae té quaranta capitols. Els quatre primers son de caracter general. El capitol v esta
dedicat a les equacions de segon grau. El capitol vi és una preparacié per a la resolucié de la ctbica.

HIERONYMI CAR

DANI, PRAESTANTISSIMI MATHE

MATICI, PHILOSOPHI, AC MBEDIC,

ARTIS MAGNA,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lib.unus. Qui &rtotius operis de Arithmetica, quod
OPVS PERFECTVM
infcripfic,eftin ordine Decimus.

Abes in hoc libro, Rudiofe Lcdor.Rzguln Algebraicas (Itali, dela Cofl
{2 uocant) nouls adi - ionibus,ac “r fbusab Amhorﬁu
lucufkuu:,m ro pauculis ancea uulgd tritls.jam ragiata cuaferine. Nes
o folum , ulx'tsm mmalmi,:utdw:mi,uem::dam,ub(dw daobus,
aut cres uni gquales fuerint,nodum i Huncatt librumideo feors
fim edere placuit,ut hot abftrufilsimo, & plané inexhaufto totius Arithmeri
cae thefauro inlucem eruto ,&Suaﬁ in theatro omnibus ad fpean
dum expofito, Lectores inc ut relige s Perfectilibros, qui per
Tomos edentur, ranto auidius ample@antur,acminore faltidio perdiant.

Ficura 3. Portada de I'obra de Cardano sobre algebra Artis magnae (1545).
Font:  Cardano, 1545: portada.
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El capitol vii tracta la transformacio de les equacions. En el capitol vt resol un tipus especial d’equa-
cions. En els capitols x i x analitza la soluci¢ de sistemes de dues equacions amb dues incognites. En
els capitols x1 al xxi s’estudien les solucions de la ctibica. En els capitols xxiv-xxvi es tracten noves
equacions i regles imperfectes. Els capitols xxix-xxxviil versen sobre regles de posicio, regla auria'* i
problemes practics d’aplicaci6. En el capitol xxxix s'analitzen les equacions biquadrades i acaba 'obra
amb diverses proposicions que constitueixen el capitol xL.

Amb aquesta obra de Cardano s’inicia un procés de maduracié dels metodes algebraics, com
eines per a la resolucio general de problemes. Comenca I'algebritzaci6 dels problemes classics de
geometria plana i la perspectiva d’'emprar I'algebra no només per resoldre problemes especifics sind
universals.

Al comencament de l'obra, en el capitol primer, Cardano ja disserta sobre les poténcies senars i
parelles per presentar els nombres negatius d’aquesta manera:

Ara recordem que hem mostrat que hi ha potencies parelles i senars. El quadrat, el quadrat del
quadrat, el cub del quadrat i aixi sempre son potencies parelles, mentre que la primera potencia, el
cub ila cinquena i la setena potencia son senars. Veritablement tant del 3 com del -3 es fa 9, ja que
menys per menys multiplicat produeix més. Pero en el cas de potencies senars cadascuna va segons
la seva natura. No produeix més a menys que derivi d’'un nimero vertader (positiu), i un cub que el
seu valor és menys o el que nosaltres anomenem debitum no pot ser produit per cap expansié dun

numero vertader (positiu). Cal recordar aixo molt clarament."

Més endavant, en el capitol xxxvit d’Artis magnae, titulat «De regula falsum ponendis» o bé «Re-
gla de postular un negatiu», Cardano resol un problema posant un signe - al terme independent i

arriba a una soluci6 positiva i una de negativa, i, per tant, reconeix les solucions negatives.

Aquest problema és solucionat per la mateixa regla: divideix 6 entre dues parts, el producte de
les quals és —-40. Quadra 3, la meitat de 6, fara 9. Afegeix aquest a 40, donara 49, l'arrel quadrada és 7
i afegeix-ho a 3, la meitat de 6, i disminueix i et donara +10 i —4 que multiplicant produiran —40 i,
ajuntant, fan 6. Igualment -10 i +4 donara -40 quan multipliquem, i -6 quan afegim. D’aqui que

aquest problema és un d'un pur negatiu i pertany a la primera regla.'

La idea és que en el moment en que Cardano posa un signe negatiu al terme independent (la
quantitat donada) de I'equacio esta acceptant una quantitat negativa com a solucio del problema.

14. No té relacié amb la rad auria o divina proporcio de Pacioli, €s una regla per aproximar solucions que I'autor anomena auria.
15. «lam enim docuisse meminimus, quae sint impares, aut pares denominationes. Namque quadratum, & quadratum quadrati,
cubumque quadrati, ac deinceps una semper intermissa pares, rem autem seu positionem, cubum, primum ac secundum. Relatum,
impares vocamus denominationes. At vero quod tam ex 3. quam ex m.3. sit 9. Quoniam minus in minus ductum producit plus. At
in imparibus denominationibus eadem servatur natura: seu quod dicimus debitum, expositione ulla numeri veri produci potest, iam
meminisse oportet dilucidius explicatur.» (Cardano, 1545: 222). La traduccio al catala d’aquest i de la resta de fragments citats és nostra.
16. «Per idem solvitur quaestio haec, fac ex 6. duas partes, quarum una in reliquam ducta, producatur m. 40. Duc 3. Dimidium 6.
In se, sit 9. Adde ad 40 sit 49. Huius (arrel) quae est 7. Adde ad 3. Dimidium 6. & minue habebis 10. P. & 4. M. Quae ducta invicem
producunt 40. m. & iuncta, faciunt 6.m. ideo etiam. Haec quaestio est de puro m. & pertinet ad primam regulam.» (Cardano, 1545:
287-288).
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Acceptacio clara dels nombres negatius al segle xvi

Més tard, ja al segle xvi, i després de 'obra In artem analyticen isagoge (1591) de Francois Viete (1540-
1603), es troben les primeres acceptacions clares de les arrels negatives a una equacio de segon grau.
Aixi, a l'obra Invention nouvelle en l'algebre (1629) d’Albert Girard (1595-1632) s’expressen les equa-
cions amb les potencies encerclades amb un nombre que correspon al seu exponent, i les operacions

amb el signe més i menys, i emprant poques paraules (vegeu fig. 4, la traduccio és nostra).

Quan els x?(2) son iguals a x (1) i numero (0)
Per exemple sigui 5x*igual a 18 x + 72
La meitat del nimero de les x és +9
El seu quadrat +81
Al qual afegirem el producte de 5 vegades +72, que és +360
La suma +441
Lasevaarrel és +21
La qual afegida i restada del primer en aquest ordre
donara 301 -12
Cadascun d’aquests dividit per 5 donara 6 i també —12/5
valors de x

Qugnd les (2) [ont efgales 4 QD) ()

Par exemple foit 5 @) efgaled 18(D +72.

la moitié du nombre des (1) eft -
fon quarrél+ 81
auquel adjoufté le produit de g fois -|- 72 qui eft.-- 360
la fomme - 442
GVelk4 21
lequel adjoufté , & ofté du premier en Vordrel 30
viendra{— 12

Chacun deflquels divifé par le § viendra'6 aufli — ¢

valeursde 3 (D)

Ficura 4. Girard ho presenta com una taula.
Font:  Girard, 1629: sense paginar.

El tractament dels negatius (arrels falses) a La géométrie (1637)

de René Descartes (1596-1650)

Un dels punts rellevants dins de I'evolucié de l'algebra i, en concret, per a la resolucié d’equacions
algebraiques va ser l'edici6 de I'obra de Descartes titulada La géométrie (1637), que apareix com un
apendix del Discours de la méthode (vegeu fig. 5). L'obra esta dividida en tres llibres: el primer titulat
«Sobre els problemes de construccié que requereixen només linies rectes i cercles», el segon titu-
lat «Sobre la naturalesa de les linies corbes» i el tercer titulat «Sobre la construccio dels problemes
que son solids o quasi solids».!’

17. El programa de Descartes inclou dos aspectes: d’'una banda, la classificacié de corbes en algebraiques i mecaniques i, d’altra
banda, les construccions geometriques de les corbes. A I'obra de Descartes, I'algebra i la geometria es relacionen a través de les
construccions de la interseccié de les corbes (quasi sempre paraboles i circumferencies) que expressen les solucions d’equacions
algebraiques (adequadament preparades) de grau més gran que dos.
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DISCOURS

DE LA METHODE

Pour bica conduite (2 raifon,& chercher

la verite dans lzs [Ciences.
Prus

LA DIOPTRIQVE
LES METEORES.
ET
LA GEOMETRIE
Qi font des ¢ffuic de cete METHODEL

A Livyoe
De lImprimericde Lan M a1 re.

cl212¢c xxxviIL

Aswec Priailege. 1637

Ficura 5. Portada del Discours de la méthode (1637) de Descartes.
Font:  Descartes, 1637: portada.

Aquest treball de Descartes va suposar un punt de partida per considerar la geometria des d'una
altra perspectiva. A més, conté la notaci6 actual amb dues variants menors: escriu xx, ad. .. en lloc de
x*, a*..., ino fa servir el signe d’igualtat utilitzat actualment. Malgrat que s’hagi acabat imposant
aquesta notacio, durant els cinquanta o seixanta anys posteriors les diferents obres d’algebra van
adoptar notacions diverses.

Descartes comencava el llibre 1 de La géométrie construint una algebra de segments: es mostrava
com sumar, multiplicar, dividir i extreure I'arrel quadrada de segments fent construccions geometri-
ques. Tot seguit, es feien les construccions geometriques de les solucions dels problemes plans i
s’explicava com construir la solucié d'una equacié de segon grau.

En el tercer llibre de La géométrie, Descartes dedueix i dona una regla per saber quantes arrels
positives i negatives (ell les anomena vertaderes i falses) pot tenir una equacio. La regla dels signes en
una equacio de Descartes proporciona un meravellds exemple per entendre el tractament de les ar-
rels negatives d’'una equaci6. Descartes no inicament accepta les arrels negatives, siné que a partir
dels canvis de signe de 'equacié dona una regla per saber el nombre d’arrels positives i negatives.

Descartes comenca el llibre tercer plantejant la naturalesa de les equacions i de les seves arrels
positives i negatives i explica (vegeu fig. 6, la traduccio és nostra):

A vegades, pero, esdevé que algunes de les arrels son falses, 0 més petites que no-res. Si supo-
sem, per exemple, que x és el defecte d'una quantitat, com ara 5, tenim x + 5 = 0, que si és multi-
plicada per 'expressio
X—Oxx +26x - 24 =0, dona x*— 4x’ - 19xx + 106x - 120 = 0,
una equacio en la qual hi ha quatre arrels, a saber, tres vertaderes, que son 2, 3, 4 i una de falsa, que

és 5.
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Quelles N aisfouuent il arriue, que quelques vnes de ces raci-
Eﬂ;rl:«.‘n- nes font fauffes , ou moindres que rien. comme fion
cnes.  fuppofe que x defigne aufly le defaut d'vne quantité,
quifoit 5 ,ona x5 00 , qui eftant multiplice par
%= 9x %26 %--24 ofait
x4emgx)=19Xxx-+ 106X--120200
pour vne equation en laquelle il y a quatre racines , a
{ganoir trois vrayes qui font 2, 3, 4, & vne faufle qui

clt 5.

Ficura 6. Descartes enumera les solucions de I'equacio tant negatives com positives.
Font:  Descartes, 1637: 372.

I continua reflexionant sobre les divisions de I'equacio pels binomis per reduir els graus. I a la
pagina segtient, després de preguntar-se quin és el nombre d’arrels vertaderes i falses d'una equacio,
explica que pot deduir el nombre d’arrels de cada tipus. Es pregunta al marge «Quantes arrels verta-
deres pot tenir cada equacio?» (vegeu fig. 7, la traduccio és nostra). I respon:

També es coneix de tot aixd quantes arrels vertaderes i falses pot haver-hi en cada equacio. N'hi
poden haver tantes de vertaderes com canvis de signes + i —. I tantes de falses com tantes vegades
trobem dos signes + o dos signes — junts. Aixi, a la darrera equacio, com que després de x*hi ha -4x’,
tenim un canvi de signe de + a —, i després de —-19xx hi ha +106x, i després de +106 x hi ha -120,

que son encara dos altres canvis, se sap, doncs, que hi ha tres arrels vertaderes i una de falsa, ja que
els dos signes —, de 4 x’1 19xx, son consecutius.

On connoift auffy de cecy combien il peut y auoirde Combicn

yrayesracines, & combien de fauffes en chalque Equa- ;i
tion. A fgauoirily enpeutauoirautantde vrayes, que e
les fignes - 8 --5"y trouuent de fois eftre changes 5 & chafgue
autant de faufles qu’il s’y trouue de fois deux fignes -, Fauaié:
oudeux fignes -- qui s'entrefuiuent. Comme en la der-
niere,a caufe qu'aprés - x *il y a -- 4 x*,qui eft vo chan-
gement du figne - en--, & aprés — 19 x xilya =106 x,
& aprés =106 xil ya-- 120 qui {ont encore deux.autrcs
changemens, on connoift qu'il y a trois vrayes racines; &
yae faufle,a caufe que lesdeux fignes -- de 4 x ', & 19 xx,
s’entrefuiucnt.

Ficura 7. Regla per saber quantes arrels positives i negatives pot tenir una equacio.
Font:  Descartes, 1637: 373.

En el recorregut historic exposat sobre l'acceptacio dels nombres negatius en la matematica oc-
cidental, hi tenen un paper destacat els textos historics relacionats amb el desenvolupament de la
resolucio d’equacions. S'inicia amb Muhammad ibn Musaal-Khwarizmi (segle vin-1x), creador de les
regles de l'algebra, que si bé classifica i resol equacions, no n’accepta les solucions negatives, i es clou

al segle xviramb Girard i Descartes, que amb més o menys contundencia accepten que les equacions
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poden tenir arrels positives i negatives, tot i que aquestes darreres encara les classifiquen com a falses
solucions.

Algunes reflexions per a I’ensenyament dels nombres negatius

Quan l'acceptacio dels nombres negatius i les operacions relacionades amb aquests comporten de-
bats acalorats entre grans matematics durant alguns segles, no ha de sorprendre que també plantegi
preguntes i dificultats a les aules d’avui. Pero justament el coneixement de la historia de I'evolucio
d’aquesta acceptacié suggereix contextos i sequencies didactiques per introduir i treballar aquests
continguts amb la finalitat d’aconseguir aprenentatges competencials en els alumnes.

L'experiencia dels alumnes, a I'assignatura d’historia del Master de Formacié de Professors de
Matematiques, utilitzant aquest material sobre els negatius per preparar activitats per a l'aula, va ser
molt positiva. Després de presentar i analitzar els textos historics en ordre cronologic se’ls va dema-
nar que preparessin alguna activitat per als alumnes de I'ESO. La linia del temps, especificant i justi-
ficant els canvis en el tractament dels negatius, es troba a quasi totes les activitats proposades. Alguns
alumnes (futurs professors) van preparar activitats a diferents nivells, aixi la regla d’operacions dels
signes per emprar a primer de 'ESO i, per exemple, la regla de Descartes dels canvis de signes en els
coeficients d’'una equacio per trobar el nombre d’arrels positives i negatives de les equacions, dirigida
aalumnes de 3ri4t de 'ESO. També es troba una justificacié geometrica, amb quadrats i rectangles,
del quadrat del binomi, que ens mostra que cal sumar finalment el quadrat 4, tot seguint I'enunciat
retoric de 'obra de Pacioli.

En la introduccié dels nous conceptes referits als nombres negatius s’hauria de distingir entre
«un nombre amb un signe» i un nombre negatiu. En un primer estadi, el nombre negatiu es pot in-
troduir en contextos reals i propers als alumnes, ja que en la vida quotidiana es troben amb tempe-
ratures negatives, dates que s'expressen amb nombres negatius i, a la vegada, també estan familiarit-
zats amb els nombres negatius que hi ha en alguns ascensors, tal com hem apuntat a la introduccio.

Pero el sentit dels nombres negatius i les operacions amb aquests requereixen un estadi superior.
Aixi, tot i que es poden donar unes regles d’operacions amb nombres positius i negatius, com feia
Fibonacci als segles xii-xii1, potser una comprensio profunda per part de tot 'alumnat arribara un cop
passada la barrera conceptual del raonament simbolic i s'introdueixi a la resolucié d’equacions alge-
braiques.

De fet, l'algebritzacié de les matematiques va provocar la necessitat de redefinir els limits de les
ciencies matematiques com a disciplina i de tenir en compte una nova practica matematica, la com-

prensio de la qual suposava, per exemple, I'extensio de la nocié de ra¢ als nombres negatius.
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